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SERIES & EQUACOES DIFERENCIAIS 6. EDO DE ORDEM SUPERIOR

Uma EDO Linear de ordem n se apresenta sob a forma:
an (2) Y™ + ap_1 (@) y™ Y+ taz (@)Y +ar (@)Y +ag (2)y =b(z), (6.1)

onde os coeficientes ay, (z) e b(z) sdo fungdes continuas em um intervalo [a, b] . No caso em que b =0, a
EDO (6.1) denomina-se Homogénea e, neste caso, vemos que a func¢ao ¢ = 0 é uma solugdo da EDO e o
conjunto S constituido das solugoes de (6.1) é nao vazio. Na verdade, S é um espago vetorial real, cuja
dimensao coincide com a ordem da EDO, isto é, dim S = n. Dois casos particulares merecem destaques:
» ax(z)y” + a1(x)y + ao(z)y = b(x). [caso n = 2]
> az(x)y"” + a2(x)y” + a1(2)y’ + ao(x)y = b(x). [caso n = 3]

Se representarmos por L o operador diferencial de ordem n :

L=a, -D"4an_1-D" '+ 4ay-D*+a;-D+aqg-1,

dk
sendo D¥ = — k=0,1,2,...n, com D° = I, a EDO (6.1) se escreve na forma simbélica:

dz*’
Ly="b(z). (6.2)
6.1, EDO LINEAR COM COEFICIENTES CONSTANTES

> A. CASO HOMOGENEO [b(z) =0, V]

1. Em cada caso, mostre que as funcoes dadas sao solugoes LI da EDO indicada.

(a) y1 (z) = senz, ya (v) = cosz; y' +y=0.

(b) y1 (z) = =2, y2 () = senw, y3(z) = 3cos; y" +y =0.

(c) y1 (z) =€, y2(z) =€, y3(z) =senz, ys (z) =cosz;  y@ —y=0.

(d) y1 (z) = €%, y2(z) = ¥, ys(z) = 3% y" — 6y" + 11y’ — 6y = 0.

2. Encontre a solugao geral das seguintes EDO’s homogéneas com coeficientes constantes:
Yy (b) yW +4y =0

y (d)8y”+4y +y=0

y W 4+ 5y =0 (f) y" =3y +4y —2y =0

y (h) y +2y" +y =0
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6.2

. Qual a solugao geral de uma EDO linear homogénea com coeficientes constantes, cujas raizes da

equagao caracterfstica sao: 2,2,2,3,3,3 — 44,3 + 41,3 — 4i e 3 + 4¢7 Qual é a EDO?

. Encontre a EDO linear homogénea com coeficientes constantes, cujas raizes da equagao caracteris-

tica sao: 2,—1,—1,3 —4i e 3+ 447 Qual é a solugao geral da EDO?

. Encontre a EDO de segunda ordem com a seguinte familia de curvas integrais:

(a) y = Crzx+ Coz? (b) y=Cre ™ + Caze™ (c) Cre® + Cre?.

. Em cada caso, verifique que as fungoes dadas sao solugées LI da EDO indicada e determine a

solucao geral.

(a) y1(z) =cosz e yo (x) =senz; yW — 4y + 7y — 4y + 6y = 0.

() y1(x)=c"eyz(z) =ze ™ Y& —yW 2" 42/ +y/ —y=0.
> B. CASO NAQO HOMOGENEO

Com o Método dos Coeficientes a Determinar (MCD), encontre a solucao geral da EDO.

(a) y —y — 2y = 42? (b) ¥ — by =(x —1)senz + (x + 1) cosz
(©y' +2/+2y=1+2> (d)y' +4/+8y=z+¢€"

(e) y" =922 +22 — 1 (f) y" — 3y + 2y = e* — 2e** + senw
@y -y =y +y=2® (h)y -5y =2 —ze

() y —y=1+ze*® (G) y" —6y" + 11y — 6y = 2z~

k) y¥W +4y=22-32+2 (1)y" —y=3senz —cosz

6.2. EDO LINEAR DE EULER-CAUCHY

. Encontre a solugao geral das seguintes equagoes de FEuler-Cauchy:

(a) 422%y" — 4xy’ + 3y =senln (—z), = <O. (b) 2%y" — 32y’ +3y =0, x> 0.
(¢) 22y —ay' +2y =1+ (Inz)*, 2 >0. (d) 2%y" — 32y’ + 3y =Inz, x> 0.
(e) z3y" — 322%y" 4+ 62y — 6y =0, x> 0. (f) 2%y” — 62y =0, x> 0.

. Resolva o seguinte PVI de Euler-Cauchy homogéneo:

22y — 2z’ + 2y =0
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Qual o valor de o valor de y” (1)?
3. Encontre a solugao do PVI de Euler-Cauchy nao homogéneo:

22y +xy +y=Inz
J1)=0 ¢ y(1)=2

Qual o valor de 3" (1) + " (1)?

6.3. DUAS APLICACOES PARA LEITURA
A. VIBRACOES AMORTECIDAS & FORCADAS

—k*x F(t)

-2
o @ ® :
0 T
Fig. 6.3

Consideremos um corpo de massa m, preso a uma mola (veja figura 6.3), sob a acdo das seguintes
forgas:

» FORGCA DE ATRITO —2cv, ¢ > 0, oposta ao movimento, onde v representa a velocidade;

> FORCA RESTAURADORA —k2z, exercida pela mola, sendo k& uma constante positiva, e

> FORCA EXTERNA F'(t).

A Segunda Lei de Newton estabelece que:
mi = —2ci — k*x + F (t)

ou, de forma equivalente:

fv'—l—ijdijijx: FTS), (6.3)
que é a equagao do movimento para vibracoes for¢adas. Quando nao houver forgas externas, isto é,
quando F' = 0, as vibragoes serdao amortecidas. Trata-se de uma EDO linear de segunda ordem nas

varidveis x e t, com coeficientes constantes, que pode ser resolvida pelo Método dos Coeficientes a
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Determinar, dependendo da func¢ao F', naturalmente, ou pelo Método de Variacao dos Parametros. No

caso amortecido, a EDO se escreve sob a forma:

L 20 K
i+ —2+ —xv=0,
m m

k? —c Ve —k*m

. ~ L. c . , . .
cuja equacao caracteristica M4 ZA+ = =0 possui raizes A\ = — £ ——— | e existem dois
m m m m
casos a considerar. No primeiro caso, quando ¢ > k?m, as rafzes sdo reais e distintas e fazendo
12 = k2m)| R )
w=————— a solucao geral é
m

z(t) = e t/m [Cre¥t + Coe™"] .

- —C . - ,
No outro caso, quando ¢ < k?m, as raizes sio A = — =+ 4w e a solucdo geral é:
m

z (t) = e ™ [C} coswt + Cy sen wt] .

Quando a forga externa F'(t) ¢ uma fungao continua por partes, podemos usar sua Série de Fourier para
encontrar uma solugao x (t) da EDO (6.3). Suponhamos que os dados do problema sao de tal forma que
a EDO resultante seja:

2+ (0.02) & + 25z = F (t), (6.4)
e F (t) é a fungdo 2m-periédica definida por:

t+7/2, e —w<t<0
F(t) = /

—t+7/2, se 0 <t <,

com Série de Fourier (ver Exercicio 4.4F(i))

4 cos3t  cosbt
F(t) == A Mt Wit T I
(t) - (cos + 32 + 52 + )

E razodvel imaginar uma solucdo x (t) da equacio (6.4) como a soma de solugées aprozimadas de

equagoes do mesmo tipo, com forgas externas F), (¢) dadas por:

4 cosnt
F,(t)= , =1,3,5,...,
n ( ) 7Tn2 n
que é o termo geral da Série de Fourier de F'(t). Para cada n = 1,3,5,... consideremos a equa¢do

aprorimada:
4 cosnt
2

i + (0.02) & + 252, = (6.5)

™
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cuja solugao particular é suposta da forma x, (t) = A, cosnt + B, sennt, onde as constantes A, e By,

sao determinadas por substitui¢ao de z,, (t) na EDO (6.5) e valem:

4(25 —n?) 5 _ 008

==/ =" n=1,3,5,...
n 7Tn2D e n ﬂ'nD’ n ?3757 )

onde D = (25 — n2)2 + (0.02n)%. Uma solucdo z (t) de (6.4) é dada pela série trigonométrica:
Z [A2n—1cos(2n — 1)t + Bap_1sen (2n — 1) ], (6.6)

e a verificagdo de que a fungao x (t) definida por (6.6) é de fato uma solugao da EDO (6.4) baseia-
se no processo de derivagao termo a termo para séries trigonométricas. O leitor familiarizado com

convergéncia uniforme nao tera dificuldade em verificar a validade dessa operagao para esse caso.

B. CIRCUITOS ELETRICOS

O circuito elétrico da figura ao lado contém uma forga eletromotriz

E (produzida por uma bateria ou gerador), um resistor R, um

indutor L e um capacitor C, em série. Se Q(t) representa a carga no
. . B . interruptor

capacitor C, no instante ¢, entao a corrente I(¢) no mesmo instante i L

¢ medida pela taxa de variacao da carga Q(t) em relacao ao tempo,

isto é, I = dQ/dt e as quedas de voltagem devido ao resistor, [

. . dl C
indutor e capacitor sao, respectivamente: RI, L— e Q Fig. 6.9

dt C

Como ja mencionamos no Capitulo 5, a lei de Kirchhoff estabelece que a soma das quedas da voltagem

é igual & voltagem fornecida e com isso obtemos a EDO:

dI Q
Lo +RI+ 5 =E(1).

d
Para obtermos uma EDO linear de segunda ordem para a carga @ (t), usamos I = d—? e obtemos:

’Q  ,dQ
Loz +R2+ lo=£@

e se forem fornecidas a corrente Iy e a carga Qg no capacitor, no instante ¢ = 0, chegamos ao PVI:

LQ"+ RQ' + 5Q=E(t)
QO)=Qo e Q(0)=I.

(6.7)
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Por derivagao da EDO (6.7)1, obtemos a seguinte equacao diferencial de segunda ordem para a corrente:
LI"+RI'+ LI =FE'(t).

EXEMPLO No circuito da figura 6.10 suponhamos que R =4, L =1 H, C' = 0.2 F e que a voltagem
fornecida no instante ¢ seja E (t) = cos2t. Se a carga e a corrente no instante ¢ = 0 sdo ambas nulas,
entdo o PVI (6.7) se reduz a:

Q" +4Q" +5Q = cos 2t

Q0)=0 e Q(0)=0.

A equacio caracteristica é A2 + 4\ + 5 = 0 cujas raizes complexas \| = —2+1i e Ay = —2 — i produzem

(6.8)

as solucoes reais LI:

Q1(t)=ecost e Qy(t)=e sent

e a solucao geral da EDO auxiliar é, portanto:

Qu (t) = e 2 (Cycost + Cysent).
Para usar o MCD, tentamos uma solucao particular

Qp (t) = Acos2t + Bsen 2t,
de modo que
Qp (t) = —2Asen2t +2Bcos2t e Q' (t) = —4Acos2t —4Bsen?2t.
Substituindo Qp e suas derivadas Q@ e Q5 em (6.8)1, encontramos:
(A4 8B)cos2t + (—8A + B)sen 2t = cos 2t

e, igualando os coeficientes, chegamos ao sistema algébrico

A+8B=1
—8A+B=0

cuja solugao é A =1/64 e B = 8/65. Assim, encontramos para solugao particular a fungao

Qp (t) = gz cos 2t + & sen 2t
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e, consequentemente, a solugao geral é:
Qc (t) = e 2t (Crcost+ Cysent) + % cos 2t + % sen 2t.
Com os dados @ (0) =0 e Q' (0) = 0, encontramos C; = —¢= e Cy = —é—g e a solucao do PVI (6.8) é:
Q) = —% [e*% (cost + 18sent) — cos 2t — 8sen 2¢] .

A expressao para a corrente [ (t) é, portanto:

_ % _ 7% [e—Qt(16cost — 37sent) + 2sen2t — 16c0s2t] .

I(t)
Como lim; o Qg (t) = 0, é razodvel usar a aproximagao @ (t) ~ Qp (t), para valores de ¢ suficien-
temente grandes, e, por essa razao, a solugdo particular Qp (tf) recebe o nome de solugdo de estado

estaciondrio.

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 6.1

1. A comprovagao é feita por substituicao direta na EDO.

2. Encontre as raizes caracteristicas para compor a solucao geral.

(a) y = Cre® + Cre®® (b) y = (C1e* + Coe~ ") senx + (Cse® + Cre™ ") cosx

(c) y = Cre® + Cae™ + C3e3® (d) y = e=*/*[Cy cos (z/4) + Cysen (z:/4)]

(e) y = C1 + Cox + C32? + Cye™>" (f) y =e* (C1 + Cycosx + C3senx)

(g) y = Cre ™ + Cae” + Cyxe® (h) y = Cycosz + Cysenz + x (Cscosz + Cysen)
3. (Cl + Coz + C3ac2) e?® 4+ (Cy + Csz + Cg cos 4z + Cr sen 4x + Cgx cos 4x + Coz sen 4x) 3%,
4. fazer
5. (a) 2%y" — 22/ +2y=0 (b)y" +2/ +y=0 (c)y" =3y +2y=0.

6. (a) y= (C’1 cosV2zx + Cy sen ﬂa:) e + C3cosx 4+ Cysenz.

(b) y = (C1 + Caz + C32%)e® + (Cy + Csz) 2.
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7. (a) y = Cre™" + Coe?®® — 222 + 22 — 3.

(b) y= (——:c + 338) senz + ( 13333 - %) cosx + C1e2®
2

(¢) y= (01COSZL‘+CQSGDZL')6_I+% —xz+ 1.

_ 2z T i i
(d) y=e"2*[C1cos(2z) + Cysen (2z)] + T + 3

(e) y=C1+ Cox — 3a° + 323 + Ja.

(£) y = Cie® + Coe™ + & senz + 3 cosz — ve® — 2ze™
(8) y=Cre " 4 Coe” + Cawe® + 2 + 2z + 4.

(h) y = —32%€> — (322 + %$+ %) e® + C1ed?.

(i) y=—1—e* + ze* + Cye®

- T 4 Cre” 4 09 + Cse37,

() y= _12336 1446

(k) y=(Cicosz + Cysenx)e” + (Cycosx + Cysenz)e ® + ta? — 3 + 1

(1) y=Cre® +e /2 [Cy cos (V3z/2) + sen (V/3z/2)] — senz + 2 cos z.
EXERCICIOS COMPLEMENTARES 6.2
1. (a) y=Ci (—2)*2 + Cy (—2)"* — L senln (—z) + & cosn (—z).

(b) y= 1+lnw—|—%(lnx)Q—i—x(C’lcoslnx—i—Cgsenlnm).
(c) y:%—l—%lnx—i-Clx—l—ng?).

(d) y=Ciz+Coa® + tInz + 3.

(e) y = Ciz + Cox? + C3a3.

(f) Yy = Ci1+ CQ$7.
2. y =322 —2z.

3. y=senlnz + Inzx.

ASSIM TERMINA "SERIES & EDO" ....



